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Résumé. 



Nous généralisons la théorie de la K -moyennabilité au cas d'un unitaire 
multiplicatif régulier V. Nous montrons que si (H,V,U) est un système de 
Kac K-moyennable, alors pour toute S -algèbre A, les algèbres A x m S et 
Ax S sont KK -équivalentes où S est la C* -algèbre de Hopf réduite associée 
à V . 

Introduction. 

Les C*-algèbres de Hopf peuvent être considérées comme objets généralisant 
les groupes localement compacts. Elles ont été introduites dans le cadre de 
la recherche d'une catégorie contenant à la fois les groupes et leurs duaux et 
où la dualité de Pontrjagyn s'exprime aisément. 

Soient H un espace de Hilbert et V G C(H <g> H) un opérateur unitaire. 
On dit que V est multiplicatif s'il vérifie, dans C(H £g> H ® H), la relation 
pentagonale 

n.2 V13V23 = V23V12. 

Ces unitaires multiplicatifs introduits dans [2], fournissent un cadre général 
contenant de nombreux exemples de groupes quantiques ( algèbres de Kac, 
pseudo-groupes compacts matriciels de Woronovicz, groupes quantiques lo- 
calement compacts, groupes localement compacts etc ... ) où la dualité de 
Pontrjagyn a lieu. 

Dans [1], S. Baaj et G. Skandalis ont associé à toute paire (A, B) de 
C*-algèbres munies d'une coaction d'une C*-algèbre de Hopf S un groupe 
abélien noté KK$(A, B) de la théorie de Kasparov équivariante. Dans le cas 
où S — Cq{G) {G est un groupe localement compact et C (G) est l'algèbre 
des fonctions continues sur G nulles à l'infini), KK${A, B) = KKg(A, B) 
[1] . A tout unitaire multiplicatif régulier sont associées quatre C*-algèbres 
de Hopf S, S p , S et S p . On dit que V est K- moyennable s'il existe un S- 
module de Fredholm (K,F,X) dans la classe de I5 dans KK S {€ ',€) et tel 
que la représentation de 5^ dans K induite par la coreprésentation X de S 
se factorise à travers la C*-algèbre réduite dual S. Dans le cas où V = Va'. 



1 



unitaire multiplicatif associé au groupe G, la i^-moyennabilité de Vq est 
équivalente à celle de G ([4], [5]). Un unitaire multiplicatif moyennable est 
if-moyennable. Nous montrons que si (H, V, U) est un système de Kac [2] 
avec V est .fT-moyennable, alors pour toute S'-algèbre A, les algèbres Ax m S 
et A x S [2] sont KK -équivalentes. Si V est discret (i.e. S p est unifère), la 
réciproque est vraie. 

Remerciements. Je tiens à remercier G. Skandalis pour les discussions 
enrichissantes que nous avons eues pendant l'élaboration de ce travail. 

1 Rappels sur les unitaires multiplicatifs. 

Soient H un espace de Hilbert et £(H) l'algèbre des opérateurs bornés sur 
H. Pour V E £{H®H), nous désignerons (dans £(H ®H ®H)) par Vi 2 , V23 
et Vi 3 les opérateurs V <g> 1, 1 <g> V et (er (g) 1)(1 (g) V)(a (g) 1) où a G C(H ® H) 
est la volte ( cr(£ ® 77) = r]® ^ pour tous £, rj E H). 

Définition 1.1 Soient H un espace de Hilbert et V E C(H <g> H) un 

opérateur unitaire. On dit que V est multiplicatif s'il vérifie la relation pen- 
tagonale 

V12V13V23 = V23V12. 

Par exemple, pour G un groupe localement compact et H = L 2 (G), 
l'unitaire V G E C{L 2 {G) <g> L 2 {G)) tel que V G (/)(s,t) = f(st,t) est multipli- 
catif. Pour d'autres exemples d'unitaires multiplicatifs voir [2]. 

À tout unitaire multiplicatif V E C(H (g H), sont associés les deux sous- 
espaces de C(H) suivants: 

A(V) = {L(uu) = {uo® id){V)/u E £(H)*}; 

Â(V) = {g(cu) = {id®uj)(V)/uJ E £(H)*}. 

On dit que V est régulier si l'adhérence normique de l'algèbre C(V) = {(id® 
uj){aV)/uo E £(!!)*} est IC(H) ( algèbre des opérateurs compacts sur H). 
Notons que si V est régulier, les adhérences normique de A(V) et A(V) qu'on 
note respectivement S et S sont des C*-algèbres [2]. Munie du coproduit 
S(x) = V(x<S>l)V*, l'algèbre S* de V est une C*-algèbre de Hopf bisimplifiable. 
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Munie du coproduit S(x) = V*(l<g>x)V, l'algèbre S de V est une C*-algèbre 
de Hopf bisimplifiable. L'algèbre S (resp. S) est dite algèbre réduite (resp. 
réduite dual) de V. 

Définition 1.2 Soit V G C(H® H) un unitaire multiplicatif. Une représentation 
de V dans l'espace de Hilbert K est un unitaire X G C(K (g H) tel que 

-^12^13^23 — ^23^12- 

Une coreprésentation de V dans un espace de Hilbert K est la donnée d'un 
unitaire W G C(H <g> K) vérifiant 

V 12 W 13 W 23 = W 23 V 12 . 

L'unitaire V G C(H®H) est une représentation de V dite représentation 
régulière. L'identité de H est appelée représentation triviale de V. Si (K, X) 
et (K',X') sont deux représentations de V, alors (K (g) K' , X' 23 Xi 3 ) est une 
représentation de V dite produit tensoriel de (K, X) par (K', X'). Pour toute 
reprérentation (resp. coreprésentation) X de V et pour tout lu G C(H)* on 
pose Qx{w) — (id <8> eu) (X) (resp. L x {u) = (u ®id)(X)). 

Définition 1.3 1) Soit (S, 5) une C* -algèbre de Hopf. Une coreprésentation 
de (S, S) dans l'espace de Hilbert ( ou C* -module) K est la donnée d'un 
unitaire U G C(K ® S) tel que {id ® S)(U) = Ui 2 Ui 3 dans C(K (g) S <E> S). 

2) Soit A une C*-algèbre munie d'une coaction 5a d'une C*-algèbre de 
Hopf (S, S). Une représentation covariante de (A, Sa) est une paire (ir,U) 
où n est une représentation de A et U est une coreprésentation de S dans le 
même espace de Hilbert K et telle que 

(tt (g) id)ô A (a) = U(n(a) (g 1)U* 

pour tout a G A. 

Pour V un unitaire multiplicatif, on note S p (resp. S p ) le séparé complété 
de l'espace £(#)*, muni du produit (eu * cu'){T) = (lu <g> lu')(V(T ® 1)V*) 
(resp. (ou * oj')(T) = (ou (g uu')(V*(\ (g T)V)) et de la semi-norme \\ou\\p = 
Sup{\\gx(ou)\\/ X représentation de V} (resp. = Sup {\\Lx(ou)\\/ - 
X coreprésentation de V}). Si V est régulier, S p et S p sont des C*-algèbres 
de Hopf [2]. 
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Il existe un unique unitaire V G M(S p <g>S) (resp. V" G M(S®S P )) tel que 
pour toute représentation non dégénérée tï de S p (resp. S p ), l'unitaire X = 
iji®L)(y') (resp. (g<S>7r) (V")) soit une représentation (resp. coreprésentation 
) de V avec ir = g x (resp. n = L x )( où M (A) désigne l'algèbre des multipli- 
cateurs de la C*-algèbre A). La correspondance X — > g x (resp. X — > Ly) 
définit une bijection entre l'ensemble des représenatations (resp. (^repré- 
sentations) de V et celui des représentations non dégénérées de S p (resp. 
5 P ). 

Soient V G £(H <%> H) un unitaire multiplicatif régulier et A une C*- 
algèbre munie d'une coaction Sa de la C*-algèbre de Hop (S, S) de V. Soit 
(ir, X) une représentation covariante de (A, Sa) dans l'espace de Hilbert 
K. L'adhérence normique dans C(K) de l'espace engendré par les produits 
{ir(a)Qx(u),a G A et uj G est une C*- algèbre. Le séparé complété 

de A ® a i g C{H)* pour la semi-norme 

|| J2 a i = ^{11 XM a iW( w «)ll} 

quand (7T, X) parcourt l'ensemble des représentations covariantes de (A, £4) 
est une C*-algèbre notée A x m S et appelée produit croisé maximal de A par 
la coaction £4 de S. Soit 7r L = (id (g) L)Sa la représentation de A dans le 
A-module hilbertien A® H. Alors (tt^, V23) est une représentation covariante 
de (A, 5 a)- L'adhérence normique Ax S dans C(A<S>H) de l'espace vectoriel 
engendré par 

{n L (a)(l <g> a G A ; uj G £(#)*} 

est une C*-algèbre dite produit croisé réduit de A par la coaction Sa de S. 

Un unitaire multiplicatif V G £(iï CED H) est birégulier s'il est régulier 
et que l'adhérencs normique dans C(H) de {(uj ® id)(crV)/ uj G est 
/C(tf). 

Définition 1.4 C/n système de Kac est un triplet (H,V,U) où H est un 
espace de Hilbert, V G C(H ® H) est un unitaire multiplicatif birégulier et 
U G C(H) est un unitaire tel que 

• U 2 = 1 et (tr(l (g) f/)\/) 3 = 1 

• Les unitaires V = a(U <g> 1)V(U ® l)a et V = (U (g) U)V(U <g> C/) soni 
multiplicatifs. 
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2 i^-moyennabilité. 



Dans [1], S. Baaj et G. Skandalis ont associé à toute paire (A, B) de C*- 
algèbres munies d'une coaction d'une C*-algèbre de Hopf S* un groupe abélien 
noté KK,s{A, B) de la théorie de Kasparov équivariante. Dans le cas où 
S = Cq{G) {G est un groupe localement compact et Cq{G) est l'algèbre des 
fonctions continues sur G nulles à l'infini), KK S (A, B) = KK G (A, B). Pour 
A = B = € , l'anneau (unifère) KK S (€,€) est défini ainsi: 

Définition 2.1 Un S-module de Fredholm est un triplet (K,F,X) où: 

• K est un espace de Hilbert séparable Z/2Z- gradué. 

•F G C{K) un opérateur de degré 1 tel que 1 — F* F et 1 — FF* sont dans 
K(K). 

• X G C(K <g> S) est une coreprésentation de S vérifiant (1 <S> x)[F (g) 1 — 
X(F <g 1)X*] G K(K (g) S) pour tout x G S. 

Deux modules de fredholm (Ki,Fi,Xi) et (K2,F 2 ,X 2 ) sont dits uni- 
tairement équivalents s'il existe un unitaire T G CiKx^K^) tel que TF\ = 
F 2 T. On note Es(€, €) l'ensemble des S'-modules de Fredholm unitairement 
équivalents. 

On dit qu'un élément (K, F, X) G E s (€,€) est dégénéré si 

1 - FF* = 1 - F*F = (1 ® x)(F (g) 1 - X(F (g) l)X*) = 
pour tout x G S. 

Une homotopie est un élément de E S ((D, € ® C[0 , 1]). L'anneau KK S (€, €) 
est l'ensemble des classes d'homotopie des éléments de Es(€,€). La multi- 
plication est donnée par le produit de Kasparov [1]. L'unité étant (€, 0,id). 
Pour une présentation plus complète sur la théorie de Kasparov équivariante 
par rapport à une C*-algèbre de Hopf voir [1]. 

Soient H un espace de Hilbert séparable et V G C(H®H) un unitaire mul- 
tiplicatif régulier. Soient S, S p , S et S p les C*-algèbres de Hopf associées à V. 
A toute coreprésentation X G £(K®S) de S sur un espace de Hilbert K, cor- 
respond une représentation (non dégénérée) de S p dans K et réciproquememt. 
Cette représentation est donnée par l'unitaire Y = (id® L)(X) G C{K ® H) 
[2]. On note p : S p — > S l'application canonique. 
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Définition 2.2 On dit que V est K- moyennable s'il existe un S -module 
de Fredholm (K,F,X) dans la classe de I5 dans KKs{€ ',€) et tel que la 
représentation de S p dans K induite par la coreprésentation de S se factorise 
à travers la C* -algèbre réduite dual S. 

Exemples. 

1) Soient G un groupe localement compact et Vq l'unitaire multiplicatif 
asoocié (Vc(f)(s, t) = f(st,t)). Alors Vq est i^-moyennnable si, et seulemnt 
si, G est i^-moyennable. 

2) Un unitaire multiplicatif régulier est dit moyennable, si l'application 
p : S p — ► S est isométrique. Ceci équivaut à: il existe une suite de vecteurs 
£ n de H de norme 1 vérfiant \\V(Ç, n ^r]) — ^„®r/|| tend vers zéro quand n tend 
vers l'infini et ceci pour tout r\ G H; ou encore, la représentation triviale r est 
faiblement contenue dans la régulière p (cf. [2], [3]). Un unitaire multiplicatif 
moyennable est donc i^-moyennable ( la fT-moyennabilité est donnée par 
l'élément trivial (€,0,ld) ). En particulier, un unitaires multiplicatif de 
type compact est i^-moyennable. 

Remarque. 

En remplaçant S par S p , on peut définir la K-comoyennabilité 

d'un unitaire multiplicatif. Tous les résultats qui suivent ont lieu pour les uni- 
taires multiplicatif if-comoyennables avec les remplacements cités précédemment. 

3 Applications. 

Soit (H, V, U) un système de Kac et soient S, S p , S et S p les C*-algèbres de 
Hopf associées à V. Comme dans le cas d'un groupe [5], la démonstration 
des lemmes suivants repose sur le fait que le produit tensoriel de toute 
représentation de l'unitaire multiplicatif V par la représentation régulière 
est équivalente à la représentation régulière [2]. Pour B une C*-algèbre quel- 
conque, on note M(B) la C*-algèbre des multiplicateurs de B. Soient A une 
S-algèbre et A x m S^resp. A x S) le produit croisé maximal (resp. pro- 
duit croisé réduit) de A par S. Soit V G M(S P £g> S) l'unitaire associé à la 
représentation universelle de S p [2]. Soit (tt,U) la représentation universelle 
covariante de (A, Sa) dans l'espace de Hilbert H. Notons %a '■ A — > M(Ax m S) 
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et ig : S p — ► M (A x m S) les injections naturelles. On vérifie facilement que 
la paire (f (g ir, W23V/3) définit une représentation cavariante de (A, 5 a) dans 
M(S p ®Ax m S) et donc un homomorphisme A : Ax m S — > M(S p ®Ax m S) 
( (g est le produit tensoriel minimal). 

Lemme 3.1 II existe un homomorphisme A 1 : A x S — ► M (S <g A x m S) 
rendant commutatif le diagrammme suivant 

Ax m S M(S p ®Ax m S) 

AxS M(S®Ax m S) 



Démonstration. La représentation (p g) id) o A de i x m 5 1 dans M( 1 S (g) 
Ax m 5) est donnée par la représentation covariante (1 ®iA,W 2 3Vi3). Notons 
que S (g A x m S se représente fidèlement dans C(H (g H). Mais dans H (g H 
les représentations W23V13 et V13 sont équivalentes ( elles sont entrelacées par 
l'unitaire sXs* où s : Tt (g) H — > H g) H est la volte). La représentation 
(p (g id) o A se factorise donc à travers AxS. Ceci donne Ai. 

Lemme 3.2 II existe un homomorphisme A 2 : A x S — >■ M(S P <g A x S) 
rendant commutatif le diagramme suivant 

Ax m S M(S P ® Ax m S) 



1 



PA 



AxS M(S P ®Ax S) 



Démonstration. Remarquons que la représentation (id (g pa) A est donnée 
par la représrentation covariante (1®Ïa, V23V/3) où ia est l'inclusion naturelle 
de A dans M (A x S). Soient ip : A — ► C(K) et ip : S p — ► C(H p ) des 
représentations fidèles. L'algèbre A x S se représente fidèlement dans C(K® 
H); et donc S p ® A x S se représente fidèlement dans C(H p ® K ® H). Soit ^ 
une telle représentation. Alors (g ^(V^V^) = V34W14 dans £(iî p (g if® 
if (g H) où = (ip g) ici)(l // ). Comme W 7 est une représentation de V et 
qu'on a à faire à un système de Kac, la représentation V13W23 est équivalente 
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à V13 dans C(H ® H p ® if) ( voir démonstration de la proposition A. 10 de 
[2]), par suite V23W13 est équivalente à V23 dans C(H P ® H ® H) . Donc 
V34VF14 est équivalente à V34. Par conséquent (irf ® p^) o A se factorise à 
travers A x S. Ceci donne A 2 . 

Les diagrammes des deux lemmes commutent par construction. 

Théorème 3.1 Soient (H, V, U) un système de Kac, S la C* -algèbre réduite 
associée àV et A une S -algèbre. Si V est K-moyennable, alors V application 
Pa '■ A x m S — > A x S est inversible en KK -théorie. 

Démonstration. Soient %a '■ A — > M (A x m S) et i§ : S p — > M (A x m 
S) les injections naturelles. Soit V G M(S P <8> S) l'unitaire associé à la 
représentation universelle de S p [2]. On pose W = (i§ <S>ids)(V) G M (A x m 

S (g) S) . Soit $ A : KK S (€,€) — ► KK(A x m S,Ax m S) le morphisme 
de Kasparov[2]. L'image par $a de l'élément (K,F,X) réalisant la K- 
moyennabilité de V est de la forme (K ® A x m S, F ® 1). L'action de 
A x m S dans (K <S> A x m S) est donnée par la représentation covariante 
(Ïa, W23-X13X l'algèbre A agit comme multiplicateur sur le deuxième fac- 
teur de K <S> A x rn S). Cette représentation provient d'une représentation 
de S p (g) A x m S qui, par hypothèse, se factorise à travers S <E> A x m S et 
par conséquent (lemme 3.1) à travers A x S. On obtient donc ( puisque 
= 1) un élément uja G KK(A x S, A x m S) tel que \a ®axs u a — 1- 

Montrons que u>a 8^^^ À a = 1. Notons que l'élément oja ®Ax m s ^ A es ^ ^ e 
la forme (K <g> A x S,F <g> 1). L'action de S p <S> A x m S dans K <g> A x S se 
factorise à travers 5 P ® i x 5. Soit rr t = (K t ,F t ,X t ) une homotopie dans 
KK S (€ ,€) entre x = (if, F, X) et xi = I5. Pour chaque t, nous avons 
une action de S p ® A x S sur if t ® A x 5. Ceci et le lemme (3.2) montrent 
que l'action de A x m S se factorise à travers A x S. Nous en déduisons que 
(K t Ax S,F t <gil) réalise une homotopie entre uja ®Ax m s ^ et l Ax §- 

Rappelons (voir [7]) qu'une S*- algèbre A est dite nucléaire en /Tifs-théorie 
si 1a G KKs(A, A) est représenté par un A, A-bimodule nucléaire. 

Proposition 3.1 Soit (H, V, U) un système de Kac. Si V est K-moyennable 
et A est nucléaire en KKs-théorie, alors les algèbres AxSetAx m S sont 
K-nucléaires. 
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Démonstration. Il suffit de montrer que A x m S est K- nucléaire car Ax S 
et A x m S sont ifif-équivalentes (théorème 3.1). Soient (Hi,Fi) l'élément 
réalisant la if-moyennabilité de V et (E 2) F 2 ) l'élément réalisant la nucléarité 
en KK s-théorie de A. Soit D une C*-algèbre sur laquelle S agit trivialement. 
Il existe F (une F 2 -connection ) tel que 

((H 1 ®E 2 )x m S,F) = l AXm§ . 

D'autre part 

((H 1 ®E 2 )x m S)® max D = (H 1 ®A® min D) 

D'après le théorème (3.1), (H 1 ® A ® m i n D) x m S est un ((A ® m i n D) x 
S, (A ® m i n D) x m S) bimodule. Comme (A ® m i n D) x S est un quotient de 
A x m S ® m in D, alors {H\ ® E 2 ) x m S est nucléaire. 

Corollaire 3.1 Soit (H,V,U) un système de Kac avec V discret. Les pro- 
priétés suivantes sont équivalentes. 

i) V est K-moyennble. 

ii) Pour toute S -algèbre A, V application pa '■ A x m S — > A x S est 
inversible en KK-théorie. 

iii) L'application p* : KK(S,€) — > KK(S P ,€) est un isomorphisme. 

Démonstration, i) =^ ii) (théorème 3.1) et ii) =^> iii) évident, iii) 
i). Parce que V est discret, on a KK${(0 ,€) = KK(S P ,€). Il existe donc 
x G KK(S,€) tel que p*{x) = 1 dans KKs(€ ,€). La représentation de 
S p dans l'espace de Hilbert du S*- module de Fredholm p*(x) provient d'une 
représentation de S, elle est donc faiblement contenue dans la représentation 
régulière p. 
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